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Le but de la premiere partie de ce travail est de mieux comprendre la 
structure des groupes d’unitb cyclotomiques d’un corns abklien reel F intro- 
duits par H. Leopoldt [7]. On fait au passage le lien avec le groupe Cr introduit 
par H. Hasse dans le cas cyclique. Un resultat de J. Martinet joue un role 
fondamental, car il permet d’kcrire des Z-bases pour les difkents groupes 
d’unites utilists. Soient E le groupe des unites et h le nombre de classes de F. 
On prouve notamment qu’en remplacant le groupe des unites cyclotomiques 
formelles Co de F, par un groupe plus grand C2, la formule de Leopoldt 
[7, Satz 201 
QG - h = [E : Co] 
devient 
Qg’ - h = [E: C”] 
ou Ql,“’ est un nombre en general beaucoup plus petit que Qc . 11 arrive 
meme, dans certains cas, que Q8’ ait un dtnominateur > 1; la formule prece- 
dente implique alors la divisibilitt de h par ce denominateur. On donne enfin 
une formule reliant h aux nombres de classes des sous-extensions cycliques 
de F/Q. 
Dans la deuxieme partie, on adapte au cas dune extension abelienne dun 
corps quadratique imaginaire, la methode employee dans la premiere partie. 
Le groupe d’unitts elliptiques V4 de [2] joue alors un role analogue a celui 
des unites cyclotomiques formelles. On l’agrandit de facon a diminuer 
notablement le facteur l/qH . (Nc)[Q/Gl/[G] du theorbme de [2]. M&me dans 
le cas cyclique, la formule reliant l’indice du groupe des unites elliptiques au 
nombre de classes, contient un facteur parasite, provenant des proprittts 
des ideaux Jc introduits par G. Robert dans [8]. 
Le 5 1 contient des notations gtnerales communes aux deux parties. Les 
rbultats principaux sont &on&s aux 0 2 et 6. 
* Avec un appendice de G. Robert. 
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Je tiens 21 remercier G. Robert qui m’a fait part de critiques et suggestions 
trbs profitables et a reussi a traiter le cas des caracteres exceptionnels (cf. 
appendice). 
1. NOTATIONS GBNBRALES 
1. I. Soit p le groupe des racines de l’unite dans une cloture algebrique de 
Q. On choisit un isomorphisme de Q/Z dans ~1 et on note pour n dans N, 5, 
l’image de la classe de l/n. On designe par J la conjugaison complexe dans 
a&). Pour tout corps de nombres L, soit hL le nombre de classes de L. 
Soit F/K une extension abelienne finie de corps de nombres, de groupe de 
Galois G. Notons E et h le groupe des unites et le nombre de classes de F. 
Pour tout caractbre 6 de G, defini et irreductible sur Q, introduisons le sous- 
groupe ker t = (0 E G 1 g(u) = g(l)}, Ff le sous-corps de F fix6 par ker .$ et 
G, le quotient G/ker 5. Le groupe GP est cyclique. Notons g, son ordre, df le 
discriminant du polynome cyclotomique Pgr d’indice g, et choisissons un 
generateur cr(g) de GP parmi les q(gr> possibles. Si 6 est different du caractere 
unite & , on introduit l’C1Cment de l’algbbre de groupe Z[G,] 
le produit Ctant pris sur I’ensemble des diviseurs premiers de g, . 
1.2. D&r&sons une relation d’ordre partiel sur les caracteres g en posant 
Soit < une relation d’ordre total sur l’ensemble des caractbres telle que 
On note 4’ < g (resp. e < 5) pour g’ < 6 et g’ # 5 (resp. g’ < g et c # 0. 
L’introduction de < revient a numeroter les caractbres de facon compatible 
avec l’inclusion des corps correspondants. Ceci n’est pas canonique mais 
permet de raisonner par recurrence (cf. Q 4.1 et $6.2). 
Pour 5 et g’ vtrifiant e < 5, soit v~,~’ la somme dans Z[G,] des elements 
du noyau de la surjection Gb -+ Ge,. Pour chaque E distinct de f,, , designons 
par A$ l’ideal de Z[G,] engendre par les elements v~,~’ avec F < 4. Le rtsultat 
suivant est dfi a J. Martinet, cf. [3]: 
PROPOSITION 1. Pour 6 # E,, I’idkal Jv; de E[G,] est engendrkpar Pgf(u(f)). 
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En envoyant u(f) sur 5, , on obtient alors un isomorphisme 
~[Gell~G 2 %,I. (1) 
1.3. Si H est un groupe fini, on note [H] son ordre et I(H) l’idtal d’aug- 
mentation de H[H]. Nous disons qu’on entier n > 1 est compost (resp. 
primaire) s’il possbde (resp. s’il ne posdde pas) au moins deux facteurs 
premiers distincts; nous disons qu’il est p-primaire, si p est un nombre 
premier et que IZ est puissance de p. Pour chaque diviseur premier p de [G], 
soit a, le nombre de sous-groupes cycliques de G d’ordre p-primaire. On 
introduit l’entier 
Pour chaque & considerons l’idempotent de Q[G] 
et z+ = [G] eE . Designons par NG l’indice de Z[G] dans la somme directe 
@e&G] (dans ce genre d’expression, sauf mention du contraire, .$ dtcrit 
I’ensemble de tous les caracteres de G definis et irreductibles sur Q). D’apres 
[7, 9 1.31, on a 
Ainsi NG est Cgal a [G] fois l’indice Qc de lot. cit. On introduit aussi l’entier 
cG ) cf. [4, 0 14 et $j 151: 
oti m parcourt l’ensemble des diviseurs de [G] tels que [G]/m soit p-primaire 
et oh q(m) designe le nombre d’elements u de G verifiant cr” = 1. On peut 
calculer NG a l’aide de C G : en remplacant chaque dE par sa valeur et en 
utilisant la relation [G] = C v(gJ on obtient: 
(4) 
Si G est le produit de deux groupes G1 et G, d’ordres premiers entre eux et 
en dtfinissant NGi, kfCi,CG,(i= 1,2) comme N,, MG, CG, on a les 
formules 
MG = MG, ’ MG, , NG = @=I . N2], 
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qui rambnent les calculs au cas oh [G] est primaire; Soit vg la valuation 
p-adique de Z (p premier, v,(p) = 1). Si [G] est p-primaire, (4) entrame : 
[Gl - 1 
v~(NG/cG) = p _ 1 * 
Exemples : 
- G = Z/pnZ alors 
dcG> = %@‘fG> = 0, 
- G = @/piI)* alors 
v#G) = 5 . 
V,(MG) = 9 - n, 
v~(cG) = ; [(n - 1)p” + 1 - $-+I, 
v,(NG) = ; [(n - 1) p” + 1 + s]. 
- G = Z/p”Z x Z/pmZ’ (avec 0 < n < m): 
%d”G> = t1 + P> $+-+(m--n)p”--(m+n), 
v,(c,) =; [,,+, --p ;;I;], 
%(NG) = ’ 
n+m - 1 
p _ 1 + v,(cG). 
Enfin, si G est cyclique, on a MC = CG = 1. 
2. RBULTATS POUR LES UNIT& CYCLOTOMIQLJES 
2.1. Du 0 2 au 0 5, on se place dans le cas oh K = Q. Soit ft le conducteur 
(r&p. Et le groupe d’unites) de Fe . Pour f # &, , choisissons pour tout 
automorphisme sur Fc, CT, du sous-corps reel maximum de Q([,J un pro- 
longement 6 a Q(&$ et definissons un entier de Cl!<&,> (cf. [7] Q 8) par 
Notons d’une part que J opbre sur c,,, - &,.!C en changeant son signe. 
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D’autre part, on deduit de l’6criture de ce nombre sous la forme &&l - l;:) 
la relation 
G-2,, - ,;.J1+J = (1 - 5fE)1+J. 
Des remarques precedentes, on tire 
O*J = (-1)““’ 8, , et = (+‘) NQ(,,,,/F&l - bf,> (6) 
avec s(f) = q(&)/2ge . Ceci montre que tIE2 est dans FE . Pour 01 dans G, , 
designons par OEa une racine car&e de ~(8~~). On prolonge par multiplica- 
tivite cette definition a Z[G,]. Pour ar dans G(, 4-l est dans Et; il en est de 
mCme pour f3;f. Si 91c, est un ideal de Z[G,],notons tI:e l’image de &par l’appli- 
cation 01-+ eta. Pour tout 5 # &, soit 91zEo l’idtal de Z[G,] engendre par ye et 
posons: 
si E f iTo , cc0 = fey, CE”, = fl, co = n C,O. 
Leopoldt ([7]) appelle Co groupe d’unites cyclotomiques formelles de F et 
demontre: 
T&OR&ME 1. L’indice de Co duns E est &gal ci h . QG . 
Comme cct indice est fini, on voit que pour chaque 5 # 5,) le Z-rang de 
Ceo (i.e. la dimension du Q-espace vectoriel Cc0 @ Q) est v(gE), done que 
l’application de 22Lcco dans CEO, 01-+ BEa, est un Z[G(]-homomorphisme 
injectif. 
2.2. Pour chaque 5 # to, considerons un ideal 21B de Z[G,] contenant ‘5&O 
et posons 
pour t f toy Cf = &BP, c,, = ItI, c = n Cc. (7) 
Remarquons que C, ne depend pas des choix faits en 2.1 lors de la definition 
de 8, (choix de 15 relevant a) et de 19,~ (choix dune racine car&e de 19:). 
Designons par be l’image de 2LI, dans Z[&] par l’application deduite de (1) et 
par N(23,) la norme de cet ideal. On suppose en outre que pour chaque 
5 # co , CE est inclus dans Et et verifie 
tp- c ye cg . (8) 
Le theorbme suivant complete et gCnCralise le theorbme 1 et sera demontrt 
au$4. 
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TH~OR~ME 2. L’indice de C dans E vkrifie les PgalitPs 
Nous allons maintenant appliquer le theoreme 2 en faisant differents choix 
21ei (i = 1,2, 3,4) pour le ideaux ‘& . Les objets introduits plus haut sont 
alors notes !B2$, CEi, Ci. La condition (8) est Btudite en 3.1. Les differents 
&on&s ci-dessous sont compares sur deux exemples en 2.5. 
2.3. Soit ‘$I$ (5 # &,), l’ideal d’augmentation de Z[G,]. D’apres 2.1, on a 
bien C,l C EE . De plus, N(B$) vaut 1 si g, est compose et I si g, est I-primaire. 
A l’aide de (2), on obtient en posant Qg’ = C, * MG : 
COROLLAIRE 1. L’indice de Cl dans E est Pgal ri h . Qa). 
Remarquons que si G est cyclique, MG * C, vaut 1 et on retrouve les 
resultats de [4] 0 17. Hasse d&nit C1 comme groupe engendre par un systeme 
explicite. Pour retrouver ce systeme, il suffit de choisir pour chaque ,$ # [, 
une Z-base de Z[&], d’oti par multiplication par 1 - & une Z-base de 23$. 
En procedant alors comme en 4.1, on obtient un sysdme qui avec &l 
engendre Cl. Ainsi nous avons rendu canonique la construction de [4]: elle 
ne depend pas du choix de la base de Z[&] effect& pour chaque <. 
2.4. Pour 5 # &, , soit ‘91c2 l’idtal {a E Z[GJ 8$ E E). Posons Z, = IV@,*)/ 
N(!B,2) et donnons sa valeur (cf. [3]): 
a) si fE est primaire 91c2 = 91E1 et 1, = 1. 
b) si fE est compose, 19~ est une unite et on sait que O(~~1+2H(GC)) est inclus 
dans Ef (cf. 2.1). Comme l’indice de 2&l + 2Z[G,] dans Z[G,] vaut 2, deux 
cas peuvent se produire: 
i) 8, #F d’oh 91uE2 = 2&l + 2Z[G,]. Si g, est compose !Bc2 = de1 et 
It = 1; mi$me resultat si g, est 2-primaire. Enfin, si g, est I-primaire, I # 2, 
BE2 = Z[[,] et It = 1. 
ii) Be E F d’ou 9tc2 = iZ[G,]. Si gE est compose, 1, vaut 1; si g, est I- 
primaire, g, vaut I. 
En appliquant le thtoreme 2, avec ‘& = 2%E2 (pour avoir c, c EJ et en 
extrayant les racines carrees, on obtient en posant Qg’ = C, * MG/n~z~O IE. : 
COROLLAIRE 2. L’indice de C2 dans E vaut h - Qg’. 
Remarque 1. Si G est cyclique le corollaire 2 donne 
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et prouve la divisibilitt de h par lJIE,e, E , 1 . ce dernier rtsultat est aussi con- 
sequence de la thCorie des genres. De plus, si l’on suppose seulement que le 
p-groupe de Sylow de G est cyclique le resultat precedent reste vrai, si on se 
limite aux p-parties. 
2.5. Les nombres intervenant dans le theoreme 1 et les corollaires 1 et 2 du 
thCor&me 2 sont respectivement 
QG = 21° + 33, Ql;” = z4, Qg) =:. 213, 
si G = Z/2E x Z/22 x E/3Z et si on a or E Et pour tout f # to (cette 
condition est remplie si fE est divisible par au moins trois facteurs premiers 
distincts; c’est le cas pour l’extension obtenue en composant Qe( @, V/1729) 
avec une des 4 sous-extensions cubiques de q(&,,,) ramifiees en 7,13 et 19) et 
QG = 333 . 5’, Ql;” = 3l’, Ql;” _ 31315, 
si G = Z/32 :J: Zj3.Z x Z/5Z et si fr est compose pour tout 5 # to . 
2.6. Dans [3], G. Gras considere l’ideal SC3 = {a E Z[G,], ecu E EJ et 
suppose G cyclique. Le theoreme 2 s’applique sans cette restriction: les 
resultats sont similaires a ceux de 2.4 A condition de remplacer la condition 
8, E F (resp. t$ $ F) par 8, E Fc (resp. 8, $ Ff) lors du calcul de lf . Par rapport 
A [3], nous avons en plus la formule pour l’indice de C3 dans E. Remarquons 
que si G est cyclique, on dtduit du lemme 3 bis (ci-dessous 0 3.2) que les 
ideaux at2 et YLIE3 sont en fait Cgaux. 
2.7. Si on pose hfi = [Et : Cfi . n t’<f Eg], pour i = 0, 1, 3, alors on peut 
Ccrire une formule comparable a celle de [7 § 9 Satz 211, c’estkdire de la 
forme 
h= hei 
cl 
avec Ql, = [E : fl E,] (c’est un diviseur de l’indice QF+ de [7]; Qk depend de 
la structure galoisienne de E mais vaut 1 si G est cyclique) et Qg’ coefficient 
ne dtpendant pour i = 0, I,3 que de la structure du groupe G. De plus. 
h,i (i fix@ est alors une fonction du couple (F, 5) qui ne depend que du 
corps Fc . 
En particulier, avec i = 1, on obtient (en posant hi, = 1): 
h = IE : n Ef] . fl /? 1 
MG. CG c . 
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En appliquant ceci a Fe , on trouve 
d’ou en utilisant la fonction de Moebius 
On a done demontre le resultat: 
~ORkME 3. Le nombre de classes de F est relic’ b celui de ses sow-corps 
cycliques par: 
Si G est isomorphe a (Z/PZ)~, on retrouve le rtsultat de [6]: 
h = lE :; E’1 . v hFE. 
avec m = i [(fl - 1) pn + 1 + P”-- --n I p-l * 
2.8. Considtrons le groupe 
H = (& fl @GC1) n E 
C#E, 
que Leopoldt ([7]) appelle groupe des unites cyclotomiques. En posant 
‘$I,4 = Z[G,] (resp. I(G,)) si fc est compose (resp. primaire) et en Ctudiant les 
valuations des elements du produit des groupes @‘tJ, on montre l’inclusion 
de H dans C4. L’indice de C2 dans H est un diviseur de celui de C2 dans C4: 
c’est done une puissance de 2. Ainsi [E : Hj est egal a [E : C?] a une puissance 
de 2 pres, puissance majoree par le nombre de caractbres [ drifiant la con- 
dition b de 2.4. 
3. DI~MONSTRATION DE RI%ULTATS AUXILIAIRES 
3.1. Comme promis a la fin de 2.2, verifions la condition (8) pour les 
families d’ideaux de Z[G,] utilisees au 0 2. De (6), on peut dtduire, cf. [7,§ 8.23 
que 
pour tout 5’(& < 6’ < 0, @w = (-1)’ . #g;;u (9) 
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avec E = ~(4’) + s(f) . gJg(, et 24 = 1 si ff et fE, ont les mCmes facteurs 
premiers et E = s(f) . g,/g,t et u E 2Ii. = Z(G,,) sinon. 
PROPOSITION 2. La fumille ?l( = 9&O (resp. %I$, 221e4), E parcourant 
l’ensemble des caracthes de G v.!rrife (8). 
D&monstration. Observons que les familles d’idtaux de la proposition 2 
vtrifient 
PI, n NE = 211t + Mt. (10) 
11 suffit alors de verifier que, pour tout .$’ (5, < 5’ < t), on a 
Pour la famille 2&O, on a 21Eo n NC = 0. D’apres (9), on a 
et ceci implique (11) pour les familles 21t1 et 291E4. 
PROPOSITION 2bis. La famille %, = ‘$lzE2 (resp. 81c3) ok t parcourt l’en- 
semble des earaches de G v&riJe (8). 
Traitons d’abord un cas particulier. 
LEMME 1. Si ff est compose’ et g, est une puissance de 2, on a 
oit 5’ est tel que [E; : F6,] = 2. 
Dkmonstration. Sift et fct n’ont pas les memes facteurs premiers, comme 2 
divise g,/g,,, la formule (9) donne 
(13) 
Supposons que fr etfrp ont les mtmes facteurs premiers; si s(f) est pair, (13) 
est encore verifie. Si ~(5’) est impair, alors fC = 2fE, et F6/Fc, est non ramifiee 
en dehors de 2.11 en est de mCme pour F&l!, contrairement aux hypotheses 
du lemme. Puisque .A$ est engendre par Y~,~’ (13) implique 
ce qui prouve le lemme 1 d’apres la definition m8me de ME2 et 2X:. . 
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LEMME 2. On a %I82 n NC = 21cE2 * .J , saufpeut-Are dans le cas oh fC est 
compose’ et g, est puissance de 2. 
Dbmonstration. L’assertion du lemme 2 se voit facilement dans les cas 
a) et b, ii) de 2.4. Dans le cas b, i), azc2 est le noyau de l’application de Z[G,] 
sur Z/272 envoyant C nT * r (T parcourant GJ sur la classe modulo 2 de C n, , 
de sorte qu’on peut Ccrire un diagramme commutatif oh les lignes sont des 
suites exactes 
0 ----f ‘uf2 --+ Z[G,] --+ Z/22 -+ 0 
1 1 1 0 -+ ac2 -+ Z[G,] ----+ z/22 -+ 0 
et oh les colonnes sont dtfinies par multiplication par P,,(o,) ou I’&), cf. 
proposition 1. Le lemme du serpent permet d’ecrire une suite exacte 
Comme Pg&l) est la norme de 1 - &, il n’est divisible par 2 que si gc est 2- 
primaire. D’oh le lemme 2. 
Achevons la demonstration de la proposition 2 bis. D’apres les lemmes 1 
et 2, il suffit de demontrer (11) pour tout couple de caracteres E et 4’ tels que 
Fct soit inclus dans F( avec [Ff : Fe*] premier, ce que nous supposerons 
desormais. D’apres (12), (8) est verifie dans les cas a) et b, i) de 2.4. Placons- 
nous dans le cas b, ii) : ‘UC2 = Z[G,] et on sait que 8, est reel done que s(e) est 
pair, cf. (6). Si fC et ffc n’ont pas les mCmes facteurs premiers, 4t.c et Of, sont 
tous les deux dans F, u comme dans (9), et on deduit alors du fait que F est 
reel que 
Si fC et fte ont les mCmes facteurs premiers, on a 
et s(e) est pair comme s(t): c’est clair si f& est impair; si fC/fC* est pair, 
puisque [FC : Fe,] est premier, on a forcement [FE : Fe,] = 2 = f(lfE* d’oh 
~(0 = s(e). De la paritt de s(e), on tire alors de (9) : 
Ceci acheve la demonstration de la proposition 2 bis pour 211c = ‘?lf2 ; le cas 
N6 = ‘BIEs se traite de facon analogue. 
3.2. Soit 1 # &, : 
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PROPOSITION 3. Le Z-module EE/l&<e EC, est libre de rang F(g&. 
Demontrons d’abord quelques lemmes: 
LEMME 3. Pour tout e, 5’ -=z f, EC/E,* est un Z-module suns torsion. 
Demonstration. 11 suffit de demontrer le lemme 3 bis. 
LEMME 3bis. Soient L une extensionfinie de Q, E une unite’ de L, qg une 
racine ni’me de E, alors l’extension L’ = L(&) n’est pas une extension 
cyclique reelle de Q . 
Demonstration. Supposons en effet que L’/Q est cyclique r-belle : L 
contient les racines niemes de l’unitt done n est &gal a 2. Soient d = [L : Cl!] 
et u un gtnerateur de Gal(L’/Q); considerons cx = ($&)l+o+*..+od-l. 11 est 
clair que 01~ est une unite de Q done vaut il. Puisque L’ est reelle on a done 
cy = + 1. Mais la relation (V/;p” = -& implique a0 = - 01. 
Soit p un nombre premier et designons par c(p) le caractbre de G defini et 
irreductible sur Cl! tel que gecD) = gJp (resp. to) si g, est (resp. n’est pas) 
divisible par p. 
LEMME 4. Le groupe (EE/J&,<E EC,) @ 72, est isomorphe d un sous-groupe 
de W&d 0 G . 
Demonstration. On peut dtcomposer Ge en un produit direct r x A oti r 
est un p-groupe et A un groupe d’ordre premier a p. Soit h le caractere de A, 
defini et irreductible sur Q tel que {u E A / h(g) = X(1)) = 1 et e,, l’idem- 
potent de Z,[A] associe a X par une formule analogue a (3). Le produit 
tensoriel de E&J E’<E EC, avec Z, est egal (en notations additives) B e,,((EJ 
EEcp) @ Z,) qui est facteur direct de (EC/E& @ Z, . 
LEMME 5. L’application canonique de Oz’? duns EJ&fCE EC1 est injective. 
Demonstration. Soit eEa un Clement du noyau avec cy. E 29&O. On a alors 
Mais d’apres [7, Q 8.4, (9)], $VE est Cgal a t?y]“‘5. Ainsi: 
La nullite de 01 resulte alors de la fin du 9 2.1. 
Achevons la demonstration de la proposition 3 : les lemmes 3 et 4 montrent 
que EC/I&,<E EC, est sans torsion. L’homomorphisme du lemme 5 est injectif 
et son image est d’indice fini (cf. le theorbme 1 applique a Ff). Le Z-rang de 
M-I E,Ce EC, est done celui de Ed%“, c’est-a-dire y(g,) d’apres la fin du Q 2.1. 
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4. DI~MONSTRATION DU TH~O&ME 2 
Pour demontrer le theoreme 2, considtrons le diagramme (cf. (8)): 
qui permet de definir une application, injective d’apres le lemme 5, bt -+ 
E&I (‘cc Eg . Ceci prouve que pe est un isomorphisme et qr une injection. 
4.1. DCmontrons le lemme: 
LEMME 6. On a [E : C] = [E : n EJ - n, [EC : C, nrede Eg]: 
Dkmonstration. Nous allons construire des bases de a E&/{&l} et 
(n C&(-&l}. Utilisons la relation d’ordre <, sur l’ensemble des caracteres 
de G; on a : 
Soit en effet un element (y. de Et qui est dans I&+ Eg . Sa norme de F B Fc 
est une puissance de 01 qui est dans n C,cE Eg. Done d’apres la proposition 3, 
(Y est dans n o’<d Eg. L’Cgalite precedente resulte immediatement de l’in- 
elusion ainsi demontree. Elle permet de construire par recurrence une base de 
(I&<, E,,)/{fl} : ayant une base de (n rtXcE,*)/(fl), on la complete en 
remontant une base du Z-module libre E&JgcC Eg. A la fin, on a done une 
base de n Et/{&l). 
D’autre part, comme qf est une injection, on a une suite d’inclusions : 
Ces inclusions sont done des egalitts, ce qui permet de construire une base 
de (n C&/(&l} par la mCme mtthode que pour (I1 E&(&11). Remarquons 
que pour chaque [, les bases de C,/C, n l’JErcC C,t sont en correspondance 
avec celles de ?B1, .
L’indice [n EE : I-I C,] est au signe pres le determinant de la matrice 
exprimant une base de (IJ Co/{ f I} d ans une base de (n E&/{&l}. Avec les 
bases considertes plus haut, cette matrice est triangulaire par blocs, i.e. de la 
forme 
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Son determinant est Cgal au produit des determinants des blocs; celui qui 
correspond a 5 est la matrice exprimant une base de CJCe n nrjcE C,, dans 
une base de E,IE, n f&~<~ E,, : au signe p&s, c’est [EE : Cp I&<E EE,] d’oh 
le lemme. 
4.2. On suppose 5 $1 & : 
LEMM) 7. 
pd9[)lP-l . 
On a WE : c, I-b<< &I = 14 : Go I-b<, &I (N@t)/&, 
Dkmonstration. Grke a l’injectivite de qt opt , on voit que l’indice 
[C, l-I,>,, E,, : Cfo I&,, Eg] est Cgal a [‘& + Jv; : 2&O + A’J c’est-a-dire 
a [SE : BP01 = (N(23,0)/N(23,)). L’idCal ?Bfco est engendre par a,~, (1 - 
qp> = rIPl9f (1 - 5,). s a norme est done fl,l,,p~W)+~; d’ou le lemme. 
4.3. Le theoreme 2 resulte alors du thtoreme 1, des deux lemmes pre- 
&dents et de (4). 
5. LOCALISATION 
Soit 1 un nombre premier et decomposons G en un produit d’un I-groupe 
I’ par un groupe A d’ordre premier a 1. Choisissons une valeur absolue dans 
une cloture algtbrique Qz de Q, telle qu’on ait 1 I 1 = l/Z. Soit @ un caractbre 
de A dtfini et irreductible sur Q, , @ non trivial, d la dimension de @ et 
l’idempotent de &[A] correspondant. Designons par @* le caractbre de G 
induit par @. 
Pour chaque ideal premier .Q de Fau-dessus de 1, designons par Ua le groupe 
des unites du complete correspondant F2 de F, qui sont congrues a 1 modulo 
le complete de B. Soit U le produit des groupes Ua . Considerons (pour 
i = 0, I, 2, 3) l’intersection de U et de l’image de Ci par l’application dia- 
gonale F --+ nai r Fz . Designons par Ci sa fermeture dans iJ muni de la 
topologie produit. On sait que U/C, est un Z&l]-module. Si x est un caracdre 
de G intervenant dans le decomposition de @* en caracttres absolument 
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irreductibles sur Sz, (on tcrit x 1 @*), notons L&r, x) la fonction L I-adique 
associee au caractere de Dirichlet primitif x ddfini par x (cf. [5]). D’aprbs [I], 
le groupe e,(U/C,) est fini d’ordre 
(14) 
TH~OR&ME 4. Pour i = 1,2,3, 011 a : 
[e@(U/Ci)] = (CT)~ j xFe 9 1-l. 
Si Test cyclique C, vaut 1 et on retrouve le resultat de [I, 6 51. 
Dhonstration. Soit [ un caractere de G defini et irreductible sur Q. 
Observons d’abord que si @ ne figure pas dans la decomposition sur Q de la 
restriction de 5 & d on a (A operant sur Z[G,]/Jv; via Z[d] c+ iZ[G] -+ 
W&l -+ Well4) : 
ed@[GJbG~ 0 &> = 0. (15) 
Supposons maintenant que @ intervienne dans la decomposition sur Q de la 
restriction de t a A. Soit g; le plus grand diviseur de g, premier a 1. On voit 
alors que la restriction de [ a Test tgale a v(g;) fois un caractke A de T defini 
et irreductible sur Q. Notons gA l’indice de ker h = (0 E T [ X(u) = X(1)) dans 
T; g, est la plus grande puissance de I divisant g, . De plus ,$ est caracterise 
par h. Soit x un facteur de la decomposition de 5 sur a, : x permet de definir 
un isomorphisme 
ed(W&G~ 0 &I + U5,,1; (16) 
A un Clement e&E @ 1) avec ol appartenant a Z[G,]/JY; , on associe x(a) ou 
a: est un element d’image Z par la surjection composee 
Nous pouvons maintenant aborder la demonstration du thtoreme 4, en 
notant que l’on peut supposer T non trivial (sinon Nr = C, = 1). 11 suffit 
(cf. (14)) de montrer que e,((Ci/Co) @ Z,) est d’ordre (N&r)d. Or en raison- 
nant comme au Q 4, on voit qu’on a : 
D’apres (15), on peut se restreindre aux caracteres f tels que @ intervienne 
dans la decomposition sur Q de leur restriction a A. On utilise alors l’iso- 
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morphisme (16) : e0((211el + JVJ @ H,) est envoyC sur l’ideal de &[&,,I 
engendre par 1 - J& ; mais @ &ant non trivial, cet ideal est Z,[[,,] lui-meme. 
Pour e,((91ti + Me) 0 Z,), avec i = 2 ou 3, le rtsultat est srmilaire. Par 
l’isomorphisme (16), eQ((91Eo + JVJ @ ZJ est envoy6 sur l’ideal de Z,[&,,] 
engendre par I&,I~~ (1 - 5,) done aussi par 1 - c1 (par 1 si h est trivial). 
Comme le degre de Q,[&,J sur Q1 est d. v(gA), la norme de 1 - & (si X est 
non trivial) est &gale a la puissance d. v(g )^/(Z - 1) de 1. On a done : 
[e&Ci/CO) @ Z,] = (n zG(gyd 
A 
oti dans le produit, A parcourt l’ensemble des caracteres non triviaux de I’ 
dtfinis et irreductibles sur Q. Ceci achbve la dtmonstration du theoreme en 
vertu de (4). 
6. R~LTATS XJR LES UNITI% ELLIPTIQUES 
6.1. Soit k un corps quadratique imaginaire et F une extension abelienne 
finie de k. Considerons le corps de classes de Hilbert de k et son intersection 
K avec F. On reprend les notations du 5 1 pour l’extension F/K. De plus, pour 
tout L, extension finie de k, on pose pL = p n L (resp. eL = bJ) et on 
designe par CL?) (resp. ep’) sa p-partie. Soit Q, (resp. fc) le groupe de Galois 
(resp. le conducteur) de F,/k. Pour E # 5,) soit f( le plus petit entier > 0 
contenu dans fc et e(f3 le nombre d’C1Cments de pk congrus a 1 modulo fr . On 
pose 
mE = 12 . f( . e(fJ. 
Pour chaque Clement T de QE choisissons un ideal entier 91, de k premier a 
6S, , d’image T par l’homomorphisme d’Artin de Fe/k. La classe modulo eFt 
de la norme N(‘$l,) de 9lI, ne depend pas du choix prtcCdent, [8,§ 4.1 lemme 51. 
Ceci permet de definir un homomorphisme d’anneaux 
soit Jc son noyau. Notons !&O et “UC1 les intersections de Jc avec les idCaux 
(~0 Z[@,] et I(8,) - cf. 1.1 et 1.3 - de Z[O,]. En definissant 8, comme dans 
[2], soit 0:~ (resp. tIF?, resp. 0,“~“) le groupe des elements de Fc de la forme 8,a 
avec a: dans JE (resp. ‘9&O, resp. ‘%$). On sait que les elements de 0:t sont des 
puissances d’ordre me dans Fc (cf. [2]). Soit Qei (i = 0, 1) le groupe des 
unites de Fc qui sont racines d’ordre mE d’elements de @’ et posons: 
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Comme eFf divise mE [8, Q 4.11, la par-tie de torsion de Qt (encore tgale a celle 
de J&l) est le groupe pFt. Posons: 
UJ( est done inclus dans wfl; ce dernier groupe depend de l’ordre total < 
choisi en 1.2. Considerons les deux conditions suivantes portant sur le 
caractere .$ (5 # &): 
i) D,l/wfl est saris torsion: 
ii) il existe un nombre premier p divisant e,(/e, tel que E;/K($)) soit 
une p-extension non triviale. 
Remarquons que la condition ii) ne peut etre vtrifiee que pour au plus un 
nombre premier p. Ainsi a 5 verifiant ii) est associe un nombre premierp. Si [ 
verifie i) et ii) posons I, = p; posons It = 1 sinon. En designant par M, le 
nombre defini comme MG (cf. 0 1.3) en remplacant G par Gal(K(&‘)/K) 
-c’est l’entier qF de [2]-on peut tnoncer: 
THI?OR~?ME 5. Ona: 
[E: @] = ( lJ lf) f (CG)[@+l * 2 * k. 
frf, 
De plus, si G est cyclique, on a A4, = Mc = Cc = 1 d’oh: 
COROLLAIRE. Si G est cyclique, on a: 
TH~OR~ME 6. Supposons que G soit cyclique et que f vh?jie la condition 
ii) ci-dessus avec p # 2, p # 3. Alors It vaut p si et seulement s’il existe un 
id&al premier de k, premier d p et ram&%! dans FJk, tel que son indice de 
ramlj&zation divise e,Je, . 
Le demonstration du theoreme 5 est faite au 0 8, celle du theoreme 6 au 
Q 9 (cas p = 2 ou p = 3 compris; l’tnonce est alors plus compliqut: cf. 
9.2 theoreme 7). 
6.2. Enoncons un resultat voisin de celui du lemme 6 du § 4.1. 
LEMME 8. On a [J? : P] = I&+, [J&l : DC0 - ~~11. 
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Dkmonstrution. 11 suffit de considtrer le diagramme commutatif oh les 
lignes sont des suites exactes: 
Le lemme 8 se dCduit par rkurrence sur .$ en appliquant le lemme du serpent 
et le rhltat suivant: 
LEMME 9. Pour tout f, I’application canonique de !J:/~L~~ dans Q2E1/wf1 
est injective. 
Dkmonstration. Soit E un CMment de Q,O qui est aussi dans w$, alors 
~‘6 est de la forme eta, avec 01 dans yd * Z[O,]. Ainsi @;‘[Gl’g~ qui est la norme 
de Bra entre F et FC est dans pr * J&CC FE, , done e.[‘l”~ est dans l&sCC FE, et 
est annul6 par ut (cf. 5 1). L’kgalitC (1) de [2] prouve que $‘[G12’ep est trivial et 
[2, prop. l] que 01 est trivial : E est done un Cltment de torsion de QSo, d’oh le 
lemme 9. 
7. DEMONSTRATION DU THI?OR$ME 5 
7.1. On fixe .$ # to dans toute la suite de cet article, 9 7.4 except& Soit 
Mf l’idCa1 de Z[S,] engendrk par N;. Pour Cvaluer [Q$ : Q,O . ~$1 intro- 
duisons les quatre indices (finis comme on le verra plus loin): 
qui vtrifient 
ain = [(ye) + -4 : ‘LCIO -I- 41 
b(5) = [Z(8,) + PC : a,1 i &] 
4 = Pwhl : (YJ + 41 
d(R = [B[Q,] : Z(Q,) + Jl”;] 
On peut considkrer le diagramme 
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oh les fleches horizontales sont les homomorphismes surjectifs definis en 
associant a un element (Y de 21c,< (i = 0 ou 1) la classe d’une racine m&me 
de 19,~; la fleche du haut est un isomorphisme, cf. [2, prop. I]. La fleche du bas 
est bien definie car on a 
d’apres [S, 9 2.3, thtorbme 21. Soit k(t) l’ordre du noyau de cette fleche (ce 
noyau est fini, cf. lemme 9). Le diagramme precedent montre qu’on a: 
[Q,l : szpo . wf = [%#x~” + Iu,l - d4Q/k(~). (19 
Rassemblons quelques propriCtCs de l’ideal yC : 
LEMME 10. L’annulateur de ME duns Z[S,] est l’idkal engendre’ par 
Q,,(u(f)) oh Q,(X) designe Ze polynbme quotient de X~E - 1 par P,,(X); en 
particulier, il contient yE . De plus, on a : 
Dkmonstration. Un element de Z[Ge] annulant lf provient d’un polynome 
R(X) de Z[X] tel que XV - 1 divise R(X) * P,,(X); Q,(X) divise done R(X). 
Par extension des scalaires de Z[G,] B Z[0,], on en deduit que I’annulateur de 
.& est I’idCal de Z[O,] engendre par &(u(&). Enfin, soit Pg&&)). zj2, T 
(7 parcourt 0,) un Clement de .& . Si cet Clement est aussi dans I(O,), on a 
P,,(l) * c C = O 
ce qui prouve que Liz, 7 est dans I(0,) d’oti la derniere assertion du lemme. 
7.2. En utilisant (17) et la definition de 1(0,), cf. aussi [S, 0 4.1, lemme 61, 
on peut Ccrire un diagramme commutatif 
0 -----f 2&l ----+ I(0,) - ekZleFcZ --+ 0 
1 1 1 
0 __f 9&l - I(Oie) --+ e,Z/eF,E -+ 0 
oh les deux premieres colonnes sont definies a I’aide de la multiplication par 
Pg&a([)). La derniere colonne en resulte par passage au quotient: elle est 
definie par la multiplication par P,,(NJ (avec NC = N(&,,)). En appliquant 
le lemme du serpent et le lemme 10, on obtient la suite exacte 
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On en deduit : 
b(f) = MQ,): %,1 + I@,) n PC] = pgcd (P&v&, 2). (20) 
On en tire aussi la suite exacte 
---f 2&l n .k$21E1 . Mt + 0. (21) 
Comme Z[S,]/~~ est un Z-module isomorphe a [Q/G] copies de Z[GJ/&, = 
H[&], cf. (l), done est saris torsion, on voit d’aprbs (21) que ‘Bfl n h’J21f1 . & 
est le sous-groupe de torsion de ‘QIc1/2Le1 . .& et que son ordre divise b(f). 
En considerant les Z-rangs, on deduit que le noyau de l’application ‘ud/ 
‘&l.& -+ !Z?,l/w,l est inclus dans 2tz1 n &%,l 4 /( . On obtient alors 
[2I,l n .AQX,l . .A$] = k(t) . t(f) (24 
en notant t(t) l’ordre du sous-groupe de torsion de Q,l/w,l. En comparant a 
(18) et a (19) et en notant que les sommes 21Eo + 91F1 n Mf et &O + ‘52&l * xc 
sont directes (cf. lemme IO), on obtient 
(23) 
7.3. Rappelons la valeur de a@), cf. [2, lemmes 4, 6, 71: 
LEMME 11. L’indice a(<) vaut 1 sauf si FC est engendre’ sur K par 5, , m 
puissance d’un nombre premier. Si Fe = K(&) avec r > 0 et q premier alors 
a(e) vaut 9’02 E = 2 si Fe = K(&) = K(<J et E = 1 sinon. Enjin on a a(f) = 
p&-@(eF,, n3 avec n, = TL+ (NB,@ - 1). 
Soit p un nombre premier; le lemme suivant donne la valuation p-adique de 
w: 
LEMME 12. Si FC est une p-extension de K(<,) (resp. une 2-extension non 
triviale de K(c4) sip = 2) et sip divise e,Je, , v,(b(f)) vaut 1. Si Ff = K(cJ, 
v,@(f)) est &gal d vz(a(f)) et vaut I ou 2. Duns tous les autres cas b(f) est 
premier d p. 
Dkmonstration. D’aprb (20), pour que p divise b(t), il faut que p divise 
eFJe, . On peut done supposer que Ff contient 5, (et Z4 sip = 2). 
ler cas. Supposons qu’il existe un diviseur premier I, I = p, de [Ft : 
K(&,)]. Tl resulte alors de [8,§ 4.1, lemme 51 que p divise Nzr” -- 1. Les 
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valuations p-adiques de N,r u I1 - 1 et N$ - 1 sont alors egales; comme 
(N$‘” - 1) . PgE(NC) divise N,BC - 1, on a 
2e cus. Supposons que [FC : I@(,)] (ou [FC : K(Q] si p = 2) est une 
puissance non triviale de p. Alors pour tout I, I# p, Nit/’ - 1 est premier 
A p, cf. [S, 0 4.1, lemme 51. On a done: 
puisquep (ou 4 sip = 2) divise Nit/’ - 1 (cf. lot. cit.) 
3e cas. On suppose que Fc = K(&,), p # 2. Alors (cf. lot. cit.) p divise 
N$ - 1 et, pour tout I divisant gE , est premier a NjV” - 1 : ainsi Q,,(N,> est 
premier a p et p divise P,$N,). On a done: 
4e cas. 
exactement 
On suppose que FE = K([J. Alors efE. divise N2 - 1 et 2 divise 
NC - 
a done: 
1 (cf. lot. cit.) done e$!/eL’) drvrse NE + 1 = P,&N,). On 
Remarque 2. Dans chacun des cas ci-dessus, on constate qu’on a 
ce qui per-met de reecrire (21) sous la forme 
On voit alors d’apres les lemmes 11 et 12 que l’entier b(&/a(n n’est jamais 
compose. De plus, si p ne divise pas b(f)/u(&, (21 bis) et (22) prouvent que 
WI4 est saris torsion. Le resultat analogue est vrai pour S2$/ws , comme 
on le voit en reprenant les raisonnements du $ 7. 
7.4. On voit par extension des scalaires de Z[G,] a Z[O,] qu’on a 
40 = P[G,l : 4 + yeW,IIIQ’G’. 
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En utilisant (1) (comme dans le 3 4.2) et (4), on obtient 
$5 c(f) = (n n p~(gy[m’G1 = (N,/C,)[@‘G’. (24) 
0 E#S, Plc7f 
Pour tvaluer d(f), on utilise l’isomorphisme entre Z[6,]/1(6& et Z obtenu 
en envoyant la classe de J&T (T parcourant CSie) sur Zn, . L’image de la classe 
de Pg&cr(&) est P,,&l), qui vaut 11 si g, est compose et ip si g, est p-pri- 
maire. Ainri 
n d(t) = CGI * MC. (25) 
E#Co 
D’apres le theoreme de [2], on a 
Le theoreme 5 resulte alors de (23), (24) et (25) en observant que d’aprb la 
remarque 2 de 7.3, b([)/a(nt(t) t es un entier qui est egal soit a 1 soit a un 
nombre premier p. Les conditions i) et ii) signifient respectivement que r(4) 
vaut 1 et que b(&(~) est different de 1. 
8. RBSULTATS AUXILIAIRES 
8.1. Pour tout caracttre 5’ de G, E’ < 5, soit r(P) un entier positif divisible 
par mc et pour tout 01 dans Z[Q,] posons 
ou Cu dtsigne I’image de cy. dans @S/G] et 6, est defini comme dans [2, Q I]. 
PROPOSITION 4. L’application 01 -j 0, est un homomorphisme de Z[GQ,]- 
modules de I@,) dans le groupe des unit& de Ff ; c’est une injection pow un 
choix cowenable des entiers r(o). 
Dkmonstration. La premiere partie resulte de [S, $2.3 theoreme 1 et 
9 3.1 prop. 41. Pour demontrer la deuxieme partie, il suffit de prouver que Ie 
regulateur du groupe forme par les elements 8, est non nul, c’est-a-dire, 
d’apres le resultat classique sur les determinants de groupes, cf. [4,§ 11, 
formule (3)], que pour tout caractere absolument irreductible x de 8, , 
x # 1. la somme 
Z(x) = 1 x(u-1) log j 0, j 
UEQE 
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est non nulle. Posons 
Soit I;, la sows-extension de F</k correspondant a ker x. Soient f, le conduc- 
teur de x et x (resp. x(E)) le caractbre de rayon f, (resp. fP, lorsque f, divise 
fs,) defini par x. Si Q est un diviseur de f, , posons x(v) = x-‘(g) = 0. 
Definissons S(x) (resp. S(X(,$‘))) comme dans [8, $2.31, on a alors: 
si Fx $ Fg 
si Fx C Ftr . 
En definissant m, de facon analogue a mz (cf. Q 6.1), le corollaire 2 de [8, 
8 2.31 donne: 
S(xk9 = z (J-J (1 - x-w)) * S(x). t’ 
D’oti 
qx> = (; z . r(f’) . g (1 - x-w) * F 
oti la somme Porte sur les caractbres 5’ verifiant Fx _C Fg C Fc . Pour faire en 
sorte que le regulateur soit non nul, choisissons les entiers r(.$‘) en faisant 
decroitre g,, . Pour .$, fix6 (& < 5; < [), en supposant deja choisis les 
nombres r(&?) pour g,’ > gf; , considerons un caractere x tel que Fx 3 K = Ft;. 
On a alors ff; = f, , de sorte que le coefficient de r(&) dans L?(X) est non nul; 
en Cvitant un nombre fini d’entiers, on peut choisir r(&) tel qu’on ait L’(x) # 0 
pour tout x avec Fx * K = Fc;. En choisissant ainsi I$$‘) pour chaque t 
(& < .$’ < 0 on aura Z(x) # 0 pour tout x # 1. 
8.2. Soient 5 et t* deux caracteres de G, on suppose que Fc;;lFce est une 
p-extension (p premier fix@ non triviale et que Fte contient 5, (c4 si p = 2) 
et que p divise eFJek. Considerons l’application $ definie par composition 
avec celle de (17) 
Soit Jc- l’image reciproque de l’ideal (e,Jp) * ZJeFc * Z par l’application de 
(17). 
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LEMME 13. Les idkaux de Hlee * Z engendrb par z,!I(v,,,,) et #(gc/gp) sont 
t!gaux. Pour que JE- n I@,) soit inch duns l’idt!al de Z[S,] engendrt par 2l: 
et ve,ce . I(%,), il faut et il sufJit que pg,/g, divise eFElel, .
DPmonstration. L’image de vpoE+ par # est Cgale a celle Nj’E - l/N,“e* - 1, 
or ce nombre contient la meme puissance de p que g,/g,, puisque p (4, si 
p = 2) divise N$* - 1, cf. [8, Q 4.1, lemme 51, d’ou la premiere partie du 
lemme. Pour que JE- n Z(6,) soit inclus dans l’ideal de Z[O,] engendre par 
2&l et v~,~* + I(%,) il faut et il suffit que son image par $I soit incluse dans 
l’ideal engendre par I,!J(v~,~*) * #(I@,)), c’est-a-dire que e, . g,/g,, divise 
.eFf/p d’ou la fin du lemme. 
Supposons de plus f* > to. D’apres [8,§ 2.3, theorbme 21, on a 
gdfpb(f~bv~,~* = g$/fpb”&:* (26) 
avec V,,et = n (1 - 0~‘) oh Q parcourt l’ensemble des idtaux premiers de 
k divisant fr et non f6* , et CJQ est l’automorphisme de Frobenius associe a 8 
dans F,,lk; CE,(. est un Clement de Z[(li,,]. 
Supposons alors que pgC/g,, divise e,Jek et N(8) - 1 pour un facteur Q 
au moins de ff ne divisant pas fc* ; soit 01 un element de Jf- n I($). On peut 
done tcrire (cf. lemme 13) 01 sous la forme /I + v:,~* * y avec /3 E 2&l et 
y E I@,). Soit y’ l’image canonique de y dans .I![@,*]; comme y * IJ~.~* est 
dans Jf- n Z(6,) et p divise N(Q) - 1, on voit que y’ . FE,<* est dans 2X$ . 
Ainsi 
est dans (Qel . C&)e(fE*).‘%. On a ainsi 
(27) 
8.3. On suppose maintenant que FE est une p-extension (p nombre premier 
fix&) de K(<,) et que p divise eF,/e,; on d&nit Jf- comme en 8.2. 
LEMME 13 bis. Pour que Jf- n I@,) soit inclus duns l’id&al de h[6,] 
engendre’ par 52&l et vE c 
Fe = K&T). 
, o * Z(Q&, il faut et il suffit que p divise eKle, et que 
Dkmonstration. Pour que ‘2&l + vE,CO . Z(6,) ne contienne pas JC- n I((lie), 
II faut et il suffit qu’on ait (4 comme en 8.2): 
or $(v~J~) est la classe de (N,Bt - l/N, - 1) modulo e$ et #(I(@,)) est 
engendre par la classe de ek . 
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ler cus. p (ou 4 si p = 2) divise eK : les puissances de p dans g, et 
(N,pc - l/N, - 1) sont Cgales. On voit que eFf 
divise pas g, + ek , il faut et il suffit qu’on ait 
(ZJ) divise g, * e, . Pour que eg ne 
ep’ # ep) et eFt 
(29 = g, . ey 3 
c’est-a-dire que p divise e,Je, et que FE = K(j.~r). 
2e cas. p (ou 4 si p = 2) ne divise pas e, . Alors les valuations p-adiques 
de NC - 1 et de ek sont egales, d’oh 
9. &UDE DU SOUS-GROUPE DE TORSION DE ~,+~,l 
D’apres la fin de 7.3, on peut supposer que [ vtrifie la condition ii) de 6.1. 
Soit &p) le caractere de G tel que [F, : FE(p)] = p. Le groupe pq est done 
contenu dans Ff(,) . 
9.1. Comparons des sous-groupes de p-torsion par une methode analogue 
a celle du lemme 4. 
LEMME 14. La surjection canonique Q2,1/Q,1 n (JAF * JJIc,(c(p) Sz:,) + QE1/ 
we induit un isomorphisme sur Ies groupes de p-torsion. II en est de mtme pour 
i&=/w, -+ f2Jw e1, lorsque pour tout 4’ vPrifiant e < [, [FE * FCc : FE] est 
premier hp. 
Remarque 3. Puisque QEIJwr et Q1/w,l contiennent tous les deux une 
image injective de QEo/pFi (cf. lemme 9) avec un indice fini, les Z-rangs de ces 
groupes sont Cgaux. Le sous-groupe de p-torsion de Qdl/wpl est done I’image 
de celui de Q&J, . Ainsi pour que Q$/wf soit saris p-torsion, il suffit qu’il 
en soit de mCme pour Qnsl/wc ou Q,l/Q,l IT (pF * l’&,~~(~) Szi,). Le lemme 14 
donne une condition suffisante pour que la reciproque soit vraie. Cette 
condition est remplie lorsque le p-groupe de Sylow de G est cyclique. C’est 
pourquoi dans 1’CnoncC du thtoreme 6, on se limite au cas ou G est cyclique. 
Dbmonstration du lemme 14. DCsignons par L la p-extension maximale de 
K contenue dans FC et A le groupe de Galois de F,/L. Soit h le caractere de A, 
defini et irreductible sur Q, tel que ker A (dtfini comme ker 5, cf. 1.1) soit 
trivial. On a alors 
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Soit x’ un caractere de d defini et irreductible sur Q et distinct de h (si d # 1). 
Alors ker h’ definit une sous-extension de FJL qui est de la forme F,. pour 
un certain caractbre [* de G, c* -=z 4. Definissons e*(p) par la condition 
[F,, : FE+)] = p. On a : 
De plus, une egalite analogue a (28) montre que 
oh !&/wE* est sans p-torsion puisque I;;* ne contient pas 5, , cf. 7.3, remarque 
2 et lemme 12. 
La deuxitme partie du lemme provient du fait que d = [J&t+ Fg : FJ est 
premier a p : si E est un element de Ocl dont la classe est dans le p-groupe de 
torsion de @/we, et si E est dans ocl, alors 8, norme de E entre TJ6t<E FE, et 
Fe est dans wE done E aussi : l’application canonique Q$/uJ~ -+ Q,l/wE1 est 
done injective sur les sous-groupes de p-torsion. Elle y est surjective d’apres 
la remarque 3. 
de 
9.2. Un caractbre ,!J de G est dit exceptionnel si FJK(pe) est une extension 
degre p, non ramifiee en dehors de p et si de plus 5, (ou & si p = 2) est 
dans K mais non dans k. Pour tout ideal premier Q de k notons TQ son groupe 
d’inertie dans F,/k. On peut tnoncer un theoreme tenant compte des cas 
p = 2 et p = 3. Le cas des caractbres exceptionnels est trait6 en appendice. 
THI?OR&ME 7. Soit f un caracthe non exceptionnel v&$ant la condition ii) 
de 6.1. Alors O$/ aE est saris p-torsion si et seulement si au moins we des deux 
conditions suivantes est vPriJie’e :
a) II existe un id&al premier XJ de k, premier ci p, ram@ dans FJk, tel que 
[Tn] divise e,Je, ; 
b) p ~(2; 3}, est totalement de’compost dans kc&,)/k et possZde un facteur 
premier dans k, Cp, tel que [T,] = p. 
Remarque 4. Le theorbme 6 se deduit alors du thtoreme 7 a l’aide de la 
remarque 3. Observons que meme si G n’est pas cyclique, les conditions a) ou 
b) suffisent a assurer que sZC1/w$ est sans torsion. Si G est cyclique, il possttde 
au plus un caractere exceptionnel pour p = 2 et un pour p = 3; ceci conduit 
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dans la formule du corollaire 1 du theoreme 5 a une incertitude par un diviseur 
de 6, comparer a [S, 5 6.5, corollaire du theoreme 161. 
Remarque 5. Si p = 2, dans b) I’hypothese sur k({,)/k est vide; si p = 3, 
elle signifie que k est de la forme Q(z/--d) avec d entier positif sans facteur 
cat-r6 et congru a 3 modulo 9. 
Remarque 6. Si 5 est exceptionnel, ou vtrifie la condition b), p = 2 ou 
p = 3. En effet, &,(5, si p = 2) est dans K done l’indice de ramification de p 
dans Q(&J/Q (ou Q([&Q) est au plus 2. 
9.3. Montrons que si aucune des conditions a) ou b) du theoreme 7 n’est 
verifiee, le sous-groupe de p-torsion de Q$//wa est non nul. Observons d’abord 
que, puisque 8 n’est pas exceptionnel et ne drifie pas a), on a t(p) # 6. 
Nous allons trouver un caractere t*, verifiant [* < f(p), de G tel que 
J&d n mtd Q ad + ~~(d,C*‘a@JEd (30) 
et tel que, pour tout caractere 5’ vtrifiant [* < 5’ < f(p), fP, et ffcs) aient les 
m&mes facteurs premiers. En dtsignant par E* le groupe des unites de FE* , on 
aura alors, cf. [8,§ 2.3 theoreme 21 : 
n ii+ C L&,, . E*. (31) 
C’<b(P) 
ler cas. 5, (ou 5, si p = 2) n’est pas dans K et il existe un ideal premier 
8 de k, premier Bp, ramifie dans Ff/k. Choisissons le tel que [Ta] soit minimal 
et soit [* le caractke de G verifiant T, = Gal(F,/F,,). Le lemme 13 implique 
(30) puisque la condition a) n’est pas verifiee. 
2e cas. 5, (ou c4 si p = 2) n’est pas dans K et F,/k est non ramifiee en 
dehors dep. En posant [* = 5, , (30) resulte du lemme 13bis, puisque .$ n’est 
pas exceptionnel. 
3e cas. 5, (ou c4 si p = 2) est dans K, I;;/K est alors une p-extension. 
Soient T un groupe diner-tie non trivial de Ft(P)/K, d’ordre minimum et E* le 
caractere de G tel que T = Gal(F&F&. Si p * [Tj = [TQ] avec B ideal 
premier de k, premier a p, (30) r&.&e du lemme 13 puisque a) nest pas 
verifiee. S’il existe ‘@ et XJ ideaux premiers de k, !$ diviseur de p et XJ premier 
Ap tels quep . [Tj = [TV] < [TQ], alors e$ = eiy”’ d’ou e&) = p * ep’ et (30) 
resulte encore du lemme 13. Enfin, si Ff/k est non rarnifite en dehors de p, 
(30) resulte du lemme 13 bis puisque f n’est pas exceptionnel. 
D’apres (30), on peut trouver un Clement 01’ de J& n I(Q,,,,) qui n’est 
pas dans la somme des ideaux 2$,,, et u,(,),,,Z[O,(,)]. Comme ni a) ni b) ne 
sont verifies, OI” = 01’ * v”,,,(,) n’est pas non plus dans cette somme, cf. [8, 
0 4.1, lemme 51. Soit alors 01 un element de I@,) d’image 01’ dans Z[S,(,)]. 
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Alors 01 * v~,~(~) est dans ‘%$ de sorte que I’ClCment 
&p(P) = ~.“S.~(P).e(fE(P))le(f5) 
B 3 
cf. (26), est la puissance d’ordre 12 * e(f& . fr dun Clement E de Qel. De 
plus EP.W~) ne differe de Op’u” E(pj que d’une racine de l’unite. Comme p * OI” est 
dans 2&,,, on a 
Ep E PFc * Q&P) 3 
ce qui prouve que la classe de E est un Clement de p-torsion dans Qtl/wc . 
Si E est inclus dans wc , E est dans Cl-F, . fi:(,, * E* et de [8, 9 4.1, lemme 71, 
on deduit que 
E12’ft.e(ft(P)) E (SZ:(D))12’fe’e(f~(r,)) . E* 
c’est-h-dire qu’on peut trouver un element p de 2&j tel que (01” - /3)f~/j& 
soit dans le noyau de l’application 
W,(P)1 --f eE(*) Z[QE(P)] . E”IE” (32) 
qui a un Clement y associe la classe de &,,j modulo E*. Le lemme suivant 
montre que a” est dans l’idtal de Z[@,,,,] engendre par ‘%:(,, et v~(~),~* , ce 
qui est en contradiction avec le choix de a’. La classe de E dans Qel/wc est 
done non nulle; le sous-groupe de p torsion de Q,~/oJ, n’est done pas trivial. 
LEMME 15. Le noyau de l’application (32) est l’ide’al de Z[CG,(,,] engendrt! 
par VE(~,E+ .
De’monstration. 11 est clair que le noyau contient l’idtal en question. De 
plus, compte tenu du theorbme 5 applique a Fc(V) , (31) montre que le Z-rang 
de Qh,) E* est Cgal a [Fcco) : k] - 1; celui de !&,, . E*/E* est done tgal a 
[@/G](g,(,,, - gee). 11 en resulte que les Z-rangs de Z[@ji((s~]/(~p(v),E*) et sZ:(,) . 
E*/E* sont tgaux, ce qui prouve le lemme 15 puisque Z[E~(n~]/(vp(~),E*) est 
saris Z-torsion. 
9.4. Montrons que les conditions a) et b) du theoreme 7 impliquent que 
Gn,1/w, CT? PF * I-I&t -%$F * I-k<, Sz ’ est sans p-torsion. Soit E un Clement : 
de PF lkg Q:, , tel que ep soit dans pF * nct<e $, . D’apres (29), on peut 
supposer que E est de la forme ?lU~ avec ~7 dans pF . nefse Sz:, (h comme dans 
la demonstration du lemme 14, U, defini comme uE , cf. 1.3). De plus, sans 
changer la classe de r modulo PF . l’&rcE G:, , on peut supposer que rIrn5 est 
Cgal a 0, , pour un OL dans 2&l (0, dtfini comme en 8.1, les entiers r(f’) &ant 
convenablement choisis). La divisibilite de mE par p, implique que ~5 = 
O,., est dans Fccp) . De la proposition 4, on deduit que OL . u,, est de la forme 
v~,~(~,) . ,k? avec ,kI dans Z[S,]. De plus, comme u: est dans ?tE1, p est dans 
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Jf- n I@&). Si RP) f &I,, soit /I’ l’image de /3 dans Z[0& : c’est un Clement 
de J&,, n I(Q,(,,) et on peut Ccrire 
&wP) = @;;*t(P) . E’ (33) 
avec E’ dans pF * (JJ~,~p(D) @)+W~), cf. (26) et definition de @a.Uh .
LEMME 16. S’il existe un Salpremier 0 de k, premier ap tel que [ Ta] = p, 
ou si [ v&ifie la condition b) du the’oreme 7 alors OC1/wE est saris torsion. 
D&monstration. Supposons d’abord que t(p) = & . La condition ii) 
implique que eg = eg), done que p divise e,/e, . 11 existe alors un ideal 
premier Q de k premier a p, ramifie dans F,IK (sinon dans le cas b) [ est 
exceptionnel). En choisissant E comme au debut de 9.4, EP est dans (““E * EK ; 
done on peut trouver d entier premier a p tel que l d* soit dans EK et en con- 
siderant l’indice de ramification de Q dans K(ed)/K, on voit que ed est dans 
EK , c’est-a-dire que E est dans pFE * EK . 
Supposons maintenant f(p) # &, : les hypotheses du lemme impliquent 
que dans (33) j3’ * Pt,c(P) est dans ‘$I&,, done que le deuxieme membre est 
dans pF KIcs~(~) J&> m (9). t Ce qui prouve que E est dans wg et achbve la 
demonstration du lemme. 
Si [ vkifie a), on peut se limiter au cas oi Q est choisi tel que [TQ] soit 
minimum avec [Ta] >p. Soit alors [* le caractere de G tel que Tn = Gal 
(I;,/t;;,). Comme [TQ] = g,/g,, = p * gccP)/gf* divise eFe/ek et aussi N(Q) - 1, 
Q &ant moderement et totalement ramifie dans FC/FC* , on peut utiliser (27) 
ob .$ est a remplacer par f(p). Ainsi PW est dans pF * (&cc6 @,)W~) et c 
est dans pF . flSejcE J2:* . 
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